UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATENATICA
SECRETARIA DOCENTE

“Ano del Fortalecimiento de la Soberania Nacional”

Bellavista, 28 de abril, 2022

Sefior(a):
RESOLUCION CONSEJO DE FACULTAD N° 046-2022-CF-FCNM. - Bellavista, 28 de abril 2022.- EL CONSEJO DE
FACULTAD DE LA FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL
CALLAO

Visto, el acuerdo de Consejo de Facultad de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica, Adoptado en su sesion
extraordinaria realizada de forma virtual via reunidn Google Meet, el 28 de abril 2022, en relacién al informe final del
proyecto de investigacion presentado en la Unidad de Investigacion por el docente Mg. Wilfredo Mendoza Quispe.

CONSIDERANDO:

Que, en el Art. 48° de la Ley Universitaria No 30220, establece que la investigacion constituye una funcion esencial y
obligatoria de la universidad, que la fomenta y realiza, respondiendo a través de la produccion de conocimiento y
desarrollando de tecnologias a las necesidades de la sociedad, con especial énfasis en la realidad nacional. Lo
docentes, estudiantes y graduados participan en la actividad investigadora en su propia institucién o en redes de
investigacion nacional o internacional, creadas por las instituciones universitarias pablicas o privadas.

Que, segln lo estipulado en el Articulo 14°, numeral 14.2 del Estatuto vigente de la Universidad Nacional del Callao,
establece que una de las funciones de la Universidad Nacional del Callao, esté considerada la investigacion, entendida
como la bisqueda permanente de la verdad y, la misma es una labor prioritaria y de fundamental importancia que todo
docente debe desempefiar, en concordancia con el Articulo 256° y el Articulo 289°, numeral 289.9 del precitado
Normativo;

Que, mediante Resolucion N° 082-019-CU del 07 de marzo del afio 2019, se aprueba el Reglamento de Participacion
de Docentes en Proyectos Investigacion, asi como la Directiva N° 013-2018-R — Protocolos de Proyecto en Informe
Final de Investigacion de Pregrado — Posgrado, Docentes, Equipos, Centros e Institutos de Investigacion;

Que, con Oficio N° 17-2022-UI-FCNM recibido el 12 de abril 2022, el Director de la Unidad de Investigacion de la
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica remite la Resolucion N° 06-2022-D-UI-FCNM adjuntando el Proyecto de
Investigacion titulado: "UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL PRODUCTO DIRECTO DEL TORI
Y EL ESPACIO EUCLIDEQ", presentado por el profesor Auxiliar, Tiempo completo, Mg. Wilfredo Mendoza Quispe
para su tramite correspondiente;

Que, estando vigente el Estado de Emergencia Nacional por las graves circunstancias que afectan la vida de la Nacion
a consecuencia del brote del COVID-19. Se ha emitido la Resolucion de Consejo Universitario N° 068-2020-CU, de
fecha 25 de marzo del afio 2020, mediante la cual se resuelve “autorizar con eficacia anticipada, del 16 de marzo del
afio 2020, y hasta que concluya el estado de emergencia nacional, la modificacion del lugar de la prestacion de
servicios docentes y administrativos para no afectar el pago de remuneraciones”;

Estando lo glosado; a lo acordado por el Consejo de Facultad de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica en su
sesion Extraordinaria de fecha 28 de abril del afio 2022, via reunion Meet y, en uso de las atribuciones que le confiere
los Articulo 180°, inciso 180.14 del Estatuto de la Universidad y, el Articulo 70° de la Ley Universitaria, Ley N° 30220;

RESUELVE:

1°, APROBAR, el Informe Final de Investigacion titulado “UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL
PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y EL ESPACIO EUCLIDEQ?”, ejecutado por el profesor Asociado tiempo completo
Mg. Wilfredo Mendoza Quispe, desde el 01 de mayo 2021 al 30 de abril 2022, quien cont6 con el apoyo de la Servidora
Administrativa, Sra. Nancy Veronica Bello Flores, Cédigo 3147.

2°, ELEVAR, la presente Resolucién y el expediente respectivo al Vicerrectorado de Investigacion, para su
conformidad concordante con el reglamento correspondiente.

3°. TRANSCRIBIR la presente Resolucién al Vicerrectorado de Investigacién, Unidad de Investigacion, Escuela
Profesional y Departamento académico e interesado y fines consiguientes.

REGISTRESE, COMUNIQUESE Y ARCHIVESE

Fdo. Dr. JUAN ABRAHAM MENDEZ VELASQUEZ. -Decano y Presidente del Consejo de Facultad de la Facultad de
Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao.

Fdo. Mg. GUSTAVO ALBERTO ALTAMIZA CHAVEZ.-Secretario Académico
Lo que transcribo a usted para los fines pertinentes.
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

DECANATO

PROVEIDO N°212-2022-D-FCNM

Ref.: OFICIO N°17-2022-UI-FCNM
Informe Final de Investigacién Mg. Wilfredo Mendoza Quispe.

PASE, el documento de la referencia, a la Oficina de Secretaria Académica, para que se sirva programarlo
en el proximo Consejo de Facultad.

Bellavista, 16 de abril de 2022

Atentamente,
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mailto:fcnm.escuela.fisica@unac.edu.pe

g&% UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

: FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA §
UNIDAD DE INVESTIGACION

“Ano del Fortalecimiento de la Soberania Nacional”

Bellavista, 12 de abril, 2022
OFICIO N2 17-2022-UI-FCNM

Sefor Doctor

JUAN A. MENDEZ VELASQUEZ

Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
Presente. -

Asunto: Informe Final del Magister MENDOZA QUISPE, WILFREDO

De mi consideracion:

Tengo a bien dirigirme a usted para saludarlo y a la vez remitir a su despacho, para el tramite
correspondiente, la Resolucion digitalizada por el Director de la Unidad de Investigacién N°
06-2022-D-UI-FCNM que Aprueba el Informe Final de Investigacion titulado: “UNA
IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y
EL ESPACIO EUCLIDEO” presentado por el Profesor, Mg. Wilfredo Mendoza Quispe.

Asimismo, se adjunta la siguiente documentacion:

1) Solicitud digitalizada de aprobacion de Informe Final de Investigacion.
2) Archivo digitalizado del Informe Final de Investigacion -

3) Archivo digitalizado del Articulo Cientifico en PDF

4) Informe de URKUND del Informe Final de Investigacién

5) Comprobante de pago por concepto de URKUND

6) Ficha de CTI VITAE.

7) Declaracion Jurada.

8) Ficha de evaluacion Informe Final de Investigacion

Sin otro particular, quedo de usted,

Atentamente,

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y
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Dr. WHUALKUER LOZANO BARTRA
Director

c.c.:  Archivo
Adj.: Resolucién Directoral N° 06-2022-D-UI-FCNM



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
UNIDAD DE INVESTIGACION

RESOLUCION DIRECTORAL DE LA UNIDAD DE INVESTIGACION DE LA FACULTAD DE CIENCIAS
NATURALES Y MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO N° 06-2022-D-UI-FCNM

Bellavista, 12 de abril, 2022.

EL DIRECTOR DE LA UNIDAD DE INVESTIGACION DE LA FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y
MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO.

Visto el Informe Final de Investigacion titulado “UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL
PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y EL ESPACIO EUCLIDEQ” presentado por el profesor Asociado tiempo
completo Mg. Wilfredo Mendoza Quispe;

CONSIDERANDO:

Que, por Resolucién Rectoral N° 324-2021-R, fue aprobado del 01 de mayo 2021 al 30 de abril 2022 el cronograma
de ejecucion del Proyecto de Investigacion “UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL PRODUCTO
DIRECTO DEL TORI 'Y EL ESPACIO EUCLIDEO” presentado por el profesor Asociado tiempo completo Mg.
Wilfredo Mendoza Quispe;

Que, el citado profesor ha elaborado su Informe Final en concordancia con el Reglamento de la Participacion de
los Docentes de la Universidad Nacional del Callao en Proyectos de Investigacion, aprobado por Resolucion de
Consejo Universitario N° 082-2019-CU, su modificatoria Resolucion de Consejo Universitario N° 101-2021-CU y la
Directiva N° 013-2018-R — Protocolos del Proyecto e Informe Final de Investigacion de Pregrado, Posgrado y/o
docentes, equipos, centros e institutos de investigacion de la Universidad Nacional del Callao,
presentando el referido informe en archivo virtual, requisito indispensable para la presentacién de un nuevo
Proyecto;

En uso de las atribuciones que le concede el Articulo 64° del Estatuto de la Universidad Nacional del Callao;

RESUELVE:

1° Aprobar el Informe Final de Investigacién fitulado “UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON
EL PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y EL ESPACIO EUCLIDEO”, ejecutado por el profesor Asociado
tiempo completo Mg. Wilfredo Mendoza Quispe, desde el 01 de mayo 2021 al 30 de abril 2022, quien
contd con el apoyo de la Servidora Administrativa, Sra. Nancy Veronica Bello Flores, Cddigo 3147;

20 Elevar la presente Resolucion al Sefior Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica, para
los tramites consiguientes.

Registrese, comuniquese y archivese.

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y
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Dr. WHUALKUER LOZANO BARTRA
Director
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FORMATO N°09
SOLICITUD DE APROBACION DE INFORME
FINAL DE INVESTIGACION

Bellavista, 01 de abril del 2022

Sefor (a) (ita) Whualkuer Enrique Lozano Bartra
Director (a) de la Unidad de Investigacion
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica

Yo, Wilfredo Mendoza Quispe, docente adscrito a la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica, categoria Asociado DE TC TP con domicilio en pasaje
Punta Malpelo 154 — San Miguel e identificado con cédigo N°2246, DNI
N°07407715 y e-mail wmendozag@unac.edu.pe , en calidad de docente
responsable presento y solicito la aprobacion del INFORME FINAL del proyecto
de investigacion: “UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL
PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y EL ESPACIO EUCLIDEO” aprobado mediante
resolucién rectoral N2 324-2021-R.

Por lo indicado, adjunto a la presente y en folder, los documentos indicados en
el “Reglamento de la participacion de docentes en proyectos de investigacion”
para su evaluacién y dictamen por el Comité Directivo de la Unidad de
Investigacion que usted preside, de acuerdo a lo que establece la normatividad
vigente.

Atentamente

Mendoza Quispe Wilfredo
Docente responsable

cc. File
(*) Indicar si es docente responsable o colaborador.

Nota: (1) La presente solicitud la redactan y presentan de manera independiente
el docente responsable y el docente colaborador. Ambas se presentan en el
mismo expediente.


mailto:wmendozaq@unac.edu.pe

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

UNIDAD DE INVESTIGACION

INFORME FINAL DEL PROYECTO DE INVESTIGACION

“UNA IDENTIFICACION DE UN GRUPO DE LIE, CON EL
PRODUCTO DIRECTO DEL TORI Y EL ESPACIO EUCLIDEQO”

AUTOR: WILFREDO MENDOZA QUISPE
(Periodo de Ejecucién: Del 01.05.2021 al 30.04.2022)

(Resolucidn de Aprobacion: N° 324-2021-R)

Callao — 2022
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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion se encuentra enmarcado en la geometria y
topologia diferencial; para el desarrollo del trabajo en mencion se requiere algunos topicos
de: Algebra, Analisis y Topologia; lo cual presentamos en el capitulo 11, especificamente en
(2.2) y (2.3) que corresponde al Marco Teorico y Definiciones de Términos basicos
respectivamente; asi mismo desarrollamos muy brevemente lo referente a lo que es un grupo
de Lie “G” y su respectiva derivada de Lie " Lg", en este contexto adicionamos lo referente
a variedad diferencial y campos vectoriales sobre G, invariante bajo traslacion a izquierda
que forman un algebra de Lie, linealmente isomorfico al espacio tangente E, en el elemento

identidad e de G; convirtiéndose E en un algebra de Lie.
En los capitulos 1l y IV presentamos las hipdtesis, variables y el disefio
metodoldgico respectivamente; y en el capitulo V exponemos los resultados: descriptivos,

inferenciales y otros, finalmente en el capitulo VI hacemos la discusion de resultados.

Palabras claves: Grupo de Lie, Algebra de Lie, Tori, representacion adjunta, isomorfismo,

conexo, compacto, formas, entero de Lattice.

vii



ABSTRACT

This research work is framed in geometry and differential topology; For the development of
the work in question, some topics are required: Algebra, Analysis and Topology; which we
present in chapter Il, specifically in (2.2) and (2.3) that corresponds to the Theoretical
Framework and Definitions of Basic Terms respectively; Likewise, we briefly develop what
is a Lie group "G" and its respective Lie derivative. In this context, we add the differential
variety and vector fields on G invariant under translation to the left that form a Lie algebra,
linearly isomorphic to the tangent space, E, at the identity element e of G; making E a Lie

algebra.
In chapters I11 and IV we present the hypotheses, variables and the methodological design
respectively; and in chapter V we present the results: descriptive, inferential and others,

finally in chapter VI we discuss the results.

Keywords: Lie group, Lie algebra, Tori, adjoint representation, isomorphism, connected,
compact, shapes, Lattice integer.
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INTRODUCCION

La Simetria de algunos objetos matematicos, motivan o dan lugar al estudio de la
estructura algebraica de grupo, es decir, las simetrias son invariantes bajo la accion de ciertas
transformaciones. Tales transformaciones, forman un grupo, pues pueden componerse e
invertirse; y ademas hay una transformacién que al componerse con cualquier otra no lo
altera. De esta manera y una vez mas al tener la definicion axiomatica de grupo podemos
hacer o estudiar algebra sin preocuparnos de donde proviene. Sin embargo al estudiar la
teoria de representacion nos ensefia que se puede tomar un grupo por mas abstracta que sea
su estructura, este puede se “realizar” como transformaciones sobre un espacio. De esta
forma representar un grupo abstracto, de alguna manera es linealizarlo asi como lo sefiala
Geordie Williamson en su obra titulada “Representacion Theory and geometry” que fue
presentada en: International Mathematical Congress, 2018. Para una mejor disercién y/o
entendimiento, objetos que se pueden definir con una lista de condiciones algebraicas;
también se pueden entender si lo hacemos actuar sobre un espacio ambiente. De esta manera
la relacion existente entre grupos y transformaciones, es establecida desde aproximadamente
fines del siglo XIX. Epoca en que la teoria de grupo ya habia deslumbrado en el algebra de
la mano de Evaristo Galois.

Al mismo tiempo, Riemann y otros habian hecho lo propio con la geometria al descubrir los
espacios no euclidianos. En este sentido y contexto; es Klein quien propone utilizar la teoria
de grupos para establecer un orden en la geometria que actualmente no es otra cosa, que el
estudio de aquello que se mantiene invariante bajo un grupo de simetrias. Diferentes grupos
daran lugar a geometrias diferentes manteniendo un cierto patrén 6 parametro: Grupos mas
grandes y abstractos actuaran de forma mas variada; manteniendo menos invariantes y, por
tanto, dan lugar a geometrias menos “rigidos”.

Los grupos de Lie son sin lugar a duda las clases especiales mas importantes de variedades
diferenciables en otras palabras los grupos de Lie tienen dos estructuras; la de variedad

diferenciable y la de grupo propiamente dicho. En tal sentido buscamos en este trabajo la
identificacion de un grupo de Lie “G” con el producto directo del Tori T™ y del espacio

euclideo R".



CAPITULOI
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA:

Un grupo de Lie se denomina Discreto, cuando es 0-dimensional (como variedad),
es a lo mas numerable y posee la Topologia trivial, estableciendo el reciproco es decir; un
grupo (abstracto) numerable, es un grupo discreto. Particularmente un grupo de Lie, es un
grupo topologico, cuya topologia es la inducida en el grupo por la estructura de variedad. De
este modo nace la interrogante: Bajo que condiciones se puede asegurar que un grupo
topoldgico admite una estructura de variedad diferenciable que lo hace grupo de Lie. Tal
problema es uno de los diez propuestos por Hilbert en 1900, exactamente es el quinto
problema. En el afio 1952 este problema de Hilbert fue resuelto con la contribucion de:
Gleason, D. Montgomery y L. Zippin. Dicho resultado se puede enunciar del modo siguiente:
“Un grupo topolégico de Haussdorf es un grupo de Lie si y solamente si es variedad
topoldgica. Lo cual es equivalente que no contiene subgrupos arbitrariamente
pequefios y es localmente compacto”.

La confluencia de las ramas matematicas donde se encuentra la teoria de grupos de
Lie son: La topologia, el analisis, la geometria diferencial y el algebra. Su desarrollo de dicha
teoria exige y requiere técnicas de estos cuatro campos con incidencias en unos mas que

otros segun el punto de vista enfocado.

En este trabajo estableceremos los fundamentos para el estudio de los grupos de Lie,
y por ende su identificacion con el producto directo de dos variedades conocidas (Tori y
espacio Euclidiano), la importancia Central para la teoria de Lie es la relacion entre un grupo
de Lie y su algebra de Lie de campos vectoriales a izquierda. En esta teoria se puede estudiar
ciertas correspondencias tales como por ejemplo correspondencia entre subgrupos y
subalgebras; entre homomorfismos de grupos de Lie y homomorfismos de sus algebras de
Lie; asi como también las propiedades de la aplicacién exponencial, lo cual es una
generalizacion para grupos de Lie de la exponenciacion matricial, y esto a su vez proporciona

un enlace clave entre un grupo de Lie y su algebra de Lie.



1.2

1.3

1.4

b)

FORMULACION DEL PROBLEMA

Problema General

¢De que forma, se podria identificar un grupo de Lie, abeliano conexo con el
producto directo de dos variedades?

Problema Especifico

¢De qué manera se pueden identificar un grupo de lie G con el producto directo del
Tori T™ y el espacio R"?.

¢Bajo que condicion se puede realizar integracion sobre variadades Riemanianas y

sobre grupos de Lie?.

OBJETIVOS

Objetivo General

Establecer un “isomorfismo” que permita identificar un grupo de Lie con el producto

de dos variedades diferenciables.

Objetivo Especifico

a) Mostrar que cada grupo de Lie, abeliano Conexo es isomorfo al producto directo
del Tori T™ y el espacio R".

b) Calcular y/o determinar la integral de una funcién diferenciable sobre grupos
compactos de Lie y variedades Riemanianas.

JUSTIFICACION

La comprension e identificacion de muchos objetos matematicos como: algebraicos,
topoldgicos y otros; resultan ser muy engorrosos, es el caso que en nuestro trabajo
propuesto, buscamos identificar un grupo de lie abeliano conexo como producto
directo de dos variedades diferenciables cuya estructura es de facil interpretacion y
comprension tal identificacion se hace mediante los denominados difeomorfismos;
de este modo el estudio de los grupos de Lie resultan ser muy importantes en el
andlisis matematico, fisica y geometria, porque ademas sirven para describir la

simetria de estructuras analiticas.



1.5 LIMITANTES DE LA INVESTIGACION

e Limitante Teorico

El método y/o forma de identificar y comparar un objeto matematico con otro se
realiza mediante las llamadas biyecciones, isomorfismos, homeomorfismos vy
difeomorfismos; los cuales tendran dependencia de la estructura sobre lo cual se estaria
trabajando, es el caso que en ¢l proyecto buscamos identificar un grupo de Lie “G” con un
producto de variedades diferenciables, razén por la cual, la limitante tedrica de nuestra
investigacion se circunscribe en el &mbito matematico de las variedades diferenciables, las

cuales son estructuras geométricas y topolégicas.

e Limitante Temporal : No aplica

e Limitante Espacial: No aplica



CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES
2.1.1 Internacionales

Las nociones fundamentales de los grupos de Lie y algebras de Lie fue introducido
por el matematico noruego Sophus Lie (1842 — 1899) en un sinnimero de trabajos en el afio
1872. Para explicar la idea basica de los grupos de Lie, nos remontamos a principios del
siglo XIX, son tres las vertientes que constituyen la Teoria Liesiana. En principio
consideremos las ideas del francés Evariste Galois (1811 — 1832) uno de los problemas del
que se trataba hacia 1800 era buscar una formula que expresara las raices de un polinomio
de quinto grado en términos de sus coeficientes. El sefiald que las raices de un polinomio
deben efectuarse a través de las permutaciones del conjunto de raices que sean de origen
“algebraico”. El conjunto de tales permutaciones es un grupo, conocido como “Grupo de
Galois”. Otra idea de gran importancia en este contexto, fue realizado alrededor de 1830,
por Bolyai, Lobachevsky y Gauss, fue la existencia de geometrias no euclidianas, el
descubrimiento de tales geometrias gener6 una intensa actividad: se sucedieron los ejemplos
de geometrias no euclideas y las investigaciones sobre estos nuevos objetos.

En tercer lugar, es oportuno mencionar los celebres trabajos del francés Joseph
Fourier (1768-1830) en una memoria presentada en 1807; pero publicada en 1822. Fourier
presenta su método para resolver ecuaciones diferenciales, ademas se presentan profundas
generalizaciones de la teoria de Fourier, que estan inmersas en la teoria de representaciones

de grupos de Lie. Otro resultado de gran importancia de Elie Cartan es que los espacios

simétricos son necesariamente cocientes de la forma % , donde G es un grupo de liey K

es un subgrupo bien determinado. Sophus Lie tuvo como motivacion considerar que los
Illamados grupos de Lie fue imaginar que estos grupos jugarian un rol analogo al de los

grupos de Galois, pero para solucionar ecuaciones diferenciales.

2.1.2 Nacionales

La teoria de grupos de Lie ha sido muy poco estudiada en nuestro medio,
mencionaremos trabajos de tesis de pre y posgrado relacionados a dicha teoria. En el afio
2019, Condefia Cahuana presenta un trabajo de tesis haciendo una introduccion al concepto



de fibrados vectoriales, reales complejos y homomorfos para conseguir una representacion
tipo Weierstrass para superficies minimas e inmersas en grupos de Lie. También en el afio
2019 Suarez Sanchez, en su tesis titulada “Resolucion Teoérica de singularidades™ expone
sobre una variedad tedrica afin que contiene un Toro algebraico T como un abierto de
Zariski. En el afio 2014 Quesada llanto en su tesis Titulada “Algebra de Lie de un grupo de
trenza pura” estudia el algebra de lie asociado con una filtracion de la serie central del grupo
de trenzas puras de Artin, siendo estos trabajos los mas recientes relacionados a la teoria de
Lie.

2.2. MARCO
2.2.1 Teodrico

Los grupos de lie son objetos matematicos que estan provistos hasta de tres
estructuras (algebraicas, topoldgica y diferencial). Mas especificamente un grupo de lie
denotado por G es una variedad diferenciable lo cual es también grupo, y donde las
operaciones son diferenciables. Modelos clasicos de tal objeto son: el grupo general lineal,
el grupo unitario, el grupo ortogonal y el grupo especial lineal. De importancia central para
la teoria de Lie es la relacion existente entre un grupo de lie y su algebra de lie de campos
vectoriales invariantes a izquierda, la cual es isomorficamente lineal al espacio tangente E,
en el elemento unitario “e”; de este modo E se convierte en un algebra de Lie, que no es otra
cosa que el algebra de lie de G.

El material estandar del marco teérico (Estado del arte) para el desarrollo de nuestro
proyecto estd compuesto por: la aplicacion exponencial, representaciones generales,
representacion adjunta, clasificacion de grupos de lie abelianos. Complementariamente para
mostrar una aplicaciones se presenta la integral de una funcién diferenciable sobre un grupo
de lie compacto definido desde un punto de vista de formas diferenciales.

Son muchos las teorias que afirman la existencia de subgrupos unicos satisfaciendo
ciertas condiciones en este sentido considereamos dos subgrupos (Hi,@,) y (Hz,¢,) deun
grupo G equivalentemente si existe un isomorfismo de grupo de lie o : Hi — H> tal que
@200 =1 . Esto es una relacion de equivalencia de subgrupos de lie de G y Unicos para

subgrupos de lie, es decir Unicos bajo esta equivalencia, esto es: cada clase de subgrupos de
lie de G tiene una Unica representatividad de la forma (A,i) donde A es un subconjunto de G



la cual es un subgrupo abstracto de G y a su vez tiene estructura de variedad tal que la

inclusion i: A——G produce una subvariedad y asi un subgrupo de lie de G.

2.2.2 Conceptual

El término “identificacion” que aparece en el titulo del proyecto, matematicamente
significa isomorfismo, que no es otra cosa que, una aplicacion de un objeto en otro
manteniendo estructuras prexistentes en cada uno de ellos, permitiendo de este modo la facil
comprension de uno en el otro a través de dicho isomorfismo. En nuestro proyecto que
presentamos es identificar un grupo de lie arbitrario con el producto T™xRR" donde T™ es el
toriy R" es el espacio euclideo, la idea es muy simple, pues si tenemos un grupo de lie G,
y su algebra de lie correspondiente, los elementos del algebra son los generadores
infinitamente del grupo. Para los fisicos teéricos, un grupo de lie es un grupo matricial y los
generadores son matrices “B” que satisfacen que los elementos del grupo son de la forma
exp(B), luego se elige el centro del algebra de lie, el cual esta formada por elementos

conmutables que permitiran trabajar con mas holgura.

2.3 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS.
A) Definiciones, Proposiciones de topicos de Algebra.
Definicion de Grupo (2.3.1): Es un conjunto denotado comtinmente por “G” provisto de

una operacion binaria "¢' satisfaciendo las condiciones siguientes:

(i) (ab).c=a.(b.c), paratodo a,b,ceG

(i)  Paratodo aeG, existe ecG tal que a.e=a=e.a

(i)  Paratodo aeG, existe beG tal que a.b=e=b.a

Ejemplo (2.2.1).- El conjunto de los nUmeros enteros con la operacion de suma usual.
Definicion de Espacio Vectorial (2.3.2).- Sea K un cuerpo y V un conjunto no vacio. Se
dice que V es un espacio vectorial sobre K ¢ K-espacio si estd definido una ley de
composicion interna denotada por “+” es decir: +:VxV——V; y una ley de composicion
externa con operadores en K denotada por “e” es decir : o:KxV——V . Verificandose
ademas las condiciones siguientes:

0] (V,+) es un grupo esto es que en V se verifica las propiedades de asociatividad,

posee elemento neutro y elemento inverso.



(i) (*)@r)x=t(rx); paratodot, r €K, paratodo x € V.
(*)(t+r)x=tx+rx; paratodot, r eK, paratodo x € V.
M t(x+y)=tx+ty; paratodot €K, paratodo x,y € V.
(*) 1x=x;paratodox eV. 1=1, €K

Definicion de Dependencia e independencia lineal (2.3.3)

0] Sea V un K — espacio vectorial y {vl, ,vn} = Ac V un subconjunto. Se dice que

A es K — linealmente independiente si: Aiv; +...+Anv, =0 implicaque A =0, para
todo i = 1, 2,...., n. Un conjunto que no es linealmente independiente se dice
linealmente dependiente.

Definicién de Combinacion lineal (2.3.4). Sea V un K — espacio vectorial AcV. Un

elemento X €V es combinacion lineal del conjunto A si existen vi,...,v, €A tal que

X=tVv,+...+tv,parateK,i=12, ... n

n
Observacion (2.3.1).- Six e V es combinacion lineal de elementos de A; lasuma X = ) _tii
=1

se escribe comUnmente como ZtiVi; donde t;=0 paratodo i< I, excepto un nimero finito

iel

de elementos “i” en I.

Definicion de Subespacio Vectorial (2.3.5). Sea V un K — espacio vectorial, W cV un
subconjunto no vacio. Se dice que W es un subespacio vectorial de V si W con las leyes de
composicion (interna y externa) es un espacio vectorial. Lo cual se denota cominmente
como W<V,

Proposicion (2.3.1).- La interseccidn arbitraria de subespacios vectoriales de un espacio es
un subespacio.

Definicién de Subespacio generado (2.3.6). Sean V un K — espacio vectorial, AcV y

jel

F= {Vj <V:Ac Vj} una familia de subespacio de V. El subespacio generado por A se

denota por (A) =<A>V, y define como la interseccion de los elementos de F. Es decir

(A=Y

jel
Observacion (2.3.2).- De la definicion de subespacio generado es inmediato ver que <A>

es el menor subespacio vectorial de V conteniendo A.




Proposicion (2.3.2).- Sea V un espacio vectorial sobre Ky Ac V. Son equivalentes los
enunciados:

(1) A es linealmente dependiente.

(i)  Existe B=¢, tal que (A) = B)
(i) xe(A-{x}), paraalgin xe A

(iiiy  Existe xe(A) tal que x = >tv;, para v; elementos de A,

iel
Observacion (2.3.3).- Sea V un K — espacio vectorial y F = {A < V : A es linealmente

independiente}. Si F es totalmente ordenado entonces B:UA es linealmente
AeF

independiente.

Definicion de Base y dimension (2.3.6).- Sea V un K — espacio vectorial. Se dice que el

subconjunto B de V es una K — base de V si : B es linealmente independiente y V= B{. )

Proposicion (2.3.3).- Todo K — espacio vectorial admite una base.
Demostracion.- Sea V un K — espacio vectorial arbitrario y consideremos la familia.

F={S c V: Ses linealmente independiente}.

Es inmediato verificar que el conjunto vacio "®" es linealmente independiente, por tanto

®eF y en consecuencia F — es no vacio. Ahora ordenemos F por inclusion, es decir (F,

<) es un conjunto ordenado y sea C = {SJ} i cualquier cadena.

Afirmacion (1): US,- es linealmente independiente. En efecto sea {51, 2,y ey sn} cUSj,
jel jel

tenemos que para los elementos x,X, existen S;,S; talque: X1 €Si y X2 € Sj; y como C es
una cadena entonces (Si c Sj)é(Sj c Si). En cualquier caso, existe S, tal que X, X, €S,
para k = i 6 j. Ahora para un tercer elemento xs3 existe S, tal que xseS,; pero
(Sk C Se)é(Se c Sk ) nuevamente en cualquier caso, existe S, para m = k ¢ | tal que
X3, X, X3 € S, . Continuando con este proceso un nimero finito de veces, hallaremos S, tal
que: X, Xy, Xy €S, Y cOMO Sy es linealmente independiente se tiene que {Xl,...,Xn} es

linealmente independiente y por consiguiente US,- es también linealmente independiente.
jel

48



De este modo estd union serd una cota superior de la cadena Cy aplicando el lema de Zorn
podemos encontrar un elemento maximal S* en F.
Afirmacion: S* es una base de V. En efecto como S* esta en F entonces S* es linealmente

independiente. Ahora supongamos que (S*)= V entonces existe X, €V (S*), de esta

manera, una combinacion lineal del tipo: tx; +....+t,x, +tX, =0, con X; € S*; t;,teK
ifn ]
implica necesariamente que t = 0 pues si t =0 entonces X, :_f| ZMXJ- |e <S *> es una
j=1

contradiccion. Entonces ti=....=ty=0= t. Por tanto el conjunto {X1 Xn, XO} es
linealmente independiente concluyéndose que S *U{XO} es linealmente independiente; de
este modo S*U{xo} € F pero S*¢ S*U{xo} lo cual es una contradiccion a la maximalidad

de S* en F. Por consiguiente (S*)= V 'y asi S* es una base.

Proposicion (2.3.4).- Sea V un K — espacio vectorial generado por un subconjunto B < V
y sea A — V otro subconjunto linealmente independiente, entonces Card(A) < Card(B).
Demostracion.- [Ver Nomitzu — Katuzumi: Algebra Lineal; Capitulo uno]

Observacion (2.3.4).- Dos bases cualesquiera en un K — espacio vectorial tienen el mismo
cardinal.

Definicién: de Dimensién de un Espacio Vectorial (2.3.7)

La dimensidn de un K — espacio vectorial V estd dado por el cardinal de sus bases. El cual
es denotado por dim, V odimV.

Ejemplo (2.3.2).- Sean V un K — espacio vectorial y X un conjunto arbitrario no vacio.
Definamos H = {f: X —— V/f.aplicacién}, y las operaciones siguientes +: HxH —— H
y :KxH——H como (f+g)(X)=f(x)+g(x), (Aef)(X)=A.f(x); paratodof, g e H;
para todo A €K y para todo X € X. Entonces H tiene dimensién infinita.

Ejemplo (2.3.3).- Sea K" ={(k1,...,kn):kj eK, paraj = 1,...,n}=v donde K es un

cuerpo; entonces V =K" es un espacio vectorial sobre K. Con las operaciones:
(kl,...,kn)+(ki,...,k'n):(kl+ki,....,kn+k}1) y  Aky.k,)=(Rk,..,Ak ). Entonces

dim, V <o masaun dim ; R" =dim_ C" =n. Ademas es inmediato ver que dim_ ¢n = 2n,
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Definicion de Espacio cociente (2.3.8).- Sean V un K - espacio vectorial, W<V

(subespacio); consideremos X, y € V y definase la relacion: x = y mod(W) si y solo si

x—yeW esinmediato ver que "=" es una relacion de equivalencia por tanto se tiene el

conjunto cociente que denotaremos por %: {[x]:xeV}, donde [x]={y:x=ymod(H)}.

En% definamos [x]+[y]=[x+y] y A*[x] =[A.x] paratodox,y € V'y paratodo A e K.
(V)

Por tanto LW’+,:J es un K — espacio vectorial; la dimensién del espacio cociente W €S

denominado codimensién de W en V; lo cual es denotado por codim, (W) o simplemente

codim(W).

v

v

Figura N° 1 Modelo de un Espacio Vectorial cociente.

Elaboracion: Fuente propia

Definicion de Homomorfismos (2.3.9).- Sean V, W dos K — espacios vectoriales una /
aplicacion T :V——W es un homomorfismo (transformacion lineal) si T(x +y) = T(x) + /4

T(y)y T(AX) = L. T(X), paratodo X,y € V A paratodo A € K. Si V =W se suele llamar a “T”
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endomorfismo y si W = K se denomina funcional lineal. EI conjunto de funcionales lineales

de V se denota por V* y se denomina dual del espacio V, es decir

V* = {p:V——>K/¢ -eslineal}.

Definicion de Producto Interno o Escalar (2.3.10).- Sea V un K — espacio vectorial, el
producto interno en V es una aplicacion denotada por < , >ZVXV—)K verificando las
condiciones siguientes:

(i)  (xx)=0 paratodo x € V, (x,x) =0siy solosix =6 (6 elemento neutro de V)

(i) y)= < > paratodo x,y € V.

(%
(i) (x+x,y)=(xy)+(x\y), paratodo xx',y e V.
(iv) (A y)=A(xy), paratodox,y e V, paratodo A € K.

Definicién (2.3.11).- Sea V un K — espacio vectorial provisto de un producto interno ( : )

la norma de un elemento x € V se denota y define como : ||| = (x, x).

Nota.- En lo sucesivo nosotros consideremos espacios vectoriales sobre el cuerpo de los
nameros reales "R"

Observacion (2.3.5).-1) Si W<V es un subespacio, y donde V esté provisto de un producto
interno ( , ). Definimos el espacio W' ={y*eV:(y,W)=0,vweW} donde ( , ) esel
producto definido en V.

ii) El dual de una aplicacion lineal ¢ :V——> W es denotado por ¢*; y una suma directa de

espacios V' denotaremos por Y V' O V!
r

iii) Sea ¢ : V——V un endomorfismo. El determinante y la traza de ¢ se denota por det(op)

y Trz (@) respectivamente.
Definicion (2.3.12).- Sea V un espacio vectorial n —dimensional. Una funcion determinante

en V es una funcion n — lineal y antisimétrica.

Observacion (2.3.6).- 1) Cada funcién determinante no cero Ay en un R— espacio

vectorial V define una orientacion.

2) Sean V, W dos K — espacios vectoriales. Escribamos L (V, W) = {f: V —— WI/f es

lineal} el cual es un K — espacio vectorial. Si V =W, escribiremos Ly en lugar de L(V, V).

12



3) Sean: V,,....,V,y V; K-espacios vectoriales. Escribamos;
L(MV,.... Vi V) ={f: ViX..XV, —V [fesr—lineal}..

4) El grupo de Automorfismos de un espacio vectorial V sera denotado por GL (V). Es decir
GL(V) ={f: V —— V/f—esunisomorfismo}.
Definicion de Espacio Euclidiano y Hermitiano (2.3.13)

i) Un espacio Euclidiano es un espacio real finito dimensional; provisto de un producto
interno ( , ) positivo.

i) Un espacio Hermitiano es un espacio Complejo finito dimensional provisto de un
producto interno hermitiano ( , ) positivo.

(iii) Si V es un R - espacio vectorial; escribamos V*=C®V vy definamos poniendo
RBla®X)= Ba®x, paratodo a,BeC,xeV. V© asi estructurado es denominado la

complexificacion de V.

Proposicion (2.3.5).- Si ( , ) es un producto interno definido positivo en V; entonces

(a ®x, B®Y),=aB(XYy), para todo a,BeC,para X yenV. Define una métrica

hermitiana en V*©.
Demostracion.- Bastara usar definicion de métrica.

Definicion (2.3.14).- Sea V un IR - espacio vectorial un producto interno definido en V es

una funcion bilineal simétrica no degenerada.

Observacion (2.3.7).- i) Si V, esun subespacio maximal de V, donde ( , ) es un producto
interno definido positivo, entonces V=V, @V

i) dimV, —dim V- es un nGimero entero el cual es independiente de la eleccion de V., ; Y €s

llamado signatura de { , ).

iii) El simbolo ®;, denota el tensor sobre R , para otras estructuras como anillos, médulos,

etc. Escribiremos simplemente como &.
Los cuaterniones y el Espacio Vectorial Cuaternico (2.3.15)

Sea H un espacio vectorial euclidiano de dimensién cuatro. Sea e H un vector unitario.
- J‘ - - - - - - -
Esdecir e =1y K :{e} el cual es un espacio euclidiano tridimensional orientado. De

13



este modo si {e,,e,,e,} s una base positiva de K entonces {e, e, e,,e,} es una base positiva
de H.

Ahora definamos una aplicacion bilineal y :HxH——H como w (p,q)=-(p,q)e
+p xq,para p,qeK, yy (p,e)=p=y(e p) para p<H. Donde “x” denota el producto

vectorial en el espacio euclidiano orientado K.

Figura N° 2 Representacion gréafica de los cuaterniones: 1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k
=(0,0,0,1).

Fuente: Elaboracion propia.

Definicién de Algebra (2.3.16).- Sea V un K —espacio vectorial. Diremos que V es algebra

sobre K si esta definido una multiplicacion " en V. Esto es «. VXV —— V tal que verifica

las condiciones siguientes:

) (ox)y=a(xy)=x(ay)

i) (x+y)z=xz+yz

iii) X (y+z) = xy + xz. Para todo o € K, paratodo X, Y,z e V. Siademas verifica que: (xy)z
= x(yz) para todo x, y, z € V se dice que V es un éalgebra asociativa sobre K.

Ejemplo (2.3.4).- El espacio H definido lineas antes es un algebra de divisién asociativa
con la multiplicacion "y "; y donde "e" es un elemento unitario. Esta algebra es llamado

algebra de los cuaternionesy es denotada por H. Los elementos de H son llamados
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. . 1 - .
cuaterniones mientras que los elementos de K = {e} son denominados cuaterniones

puros.

Nota.- i) Cada cuaternion puede ser escrito en laforma: p=ie+q=A+0,A € R,qeK

ii) "A" es llamada la parte real de p; y q la parte cuaternionica pura de p. El conjugado de p

se denota y define como p=Aie—q.
Definiciones (2.3.17).- (1) Laaplicacion M:H ——H dado por M(p) = p define un anti

— automorfismo del &lgebra H, llamado Conjugacion. El producto p.M(p) = p|%e =] p|?.

(2) La multiplicacién “M” y el producto interno < : > en H son conectados por la relacién:

(pr,ar)=(p,q){r,r), p,q,reH enparticular |pr||=|p||r|. p.r eH.

(3) Una cuaternidn unitario es un cuaternion de norma uno. Un cuaternién unitario puro “q”
satisface larelacion 2 = —e.Si B={e,.e,,e,} esunabase ortonormal positivoen K = {e}"
, entonces se verifica: e,e,=e,, €,6;=¢€,, 6,6, =6,

(4) Sean V, W dos K — algebras, ¢ : V——> W una transformacion lineal es llamado un
homomorfismo de algebras si verifica: @(xy) =@ (X)p(y) paratodo x,y e V.

(5) Una derivacioén en un algebra V es una aplicacion lineal 8 :V——V satisfaciendo
S (xy) =0 (X)y+x3(y). paratodo xey enV.

Nota

(i) Una derivacion es nulo (cero) sobre un sistema de generadores e identificamente nulo.

(i) Si 81 y &2 son derivaciones en V, entonces lo es: 61082 —d2 ©d1.
(6) De manera mas general; sea ¢ : V——> W un homomorfismo de algebras. Entonces una
¢-derivacion es una aplicacion lineal & : V——W lo cual satisface:

0 (xy) = (X)o(y) +9(x)d ()

(7) Una algebra graduada V sobre R es un espacio vectorial graduado V=er

r>0
juntamente con una estructura de algebra, tal que: V'.V® c V'*
(8) Si xy=(-1)"yx, xeV", yeVs. Entonces V es llamado Anticonmutativo. Si V posee

identidad, y dim V°=1, entonces V es denominado conectado.
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(9) Si V y W son algebras graduadas, entonces VW se puede convertir en un éalgebra
graduada de dos maneras:
(i) (x1®y1)(x2 ®Y2) = XX ® y1y2
(i) (x ®y )(x ®y )Z[—l]Sltz XX @YY donde x,x €V,yy eW, grad y =5,
1 12 T2 12 12 12 i2 11

grad xo =to.
La primera algebra es llamado Producto Tensor Candnico de V' y W; mientras que el segundo

es llamado Producto Tensor Sesgado o Anrticonmutativo de V'y W.
(*) Si V y W son anticonmutativos entonces lo es el producto Tensor Sesgado.

(10) Una Antiderivacion, en un algebra graduada V es una aplicacion lineal y :V——V
homogéneo de grado impar, tal que y (xy) =y (X)y +(-1)"xy (y),xeV",y eV.

Proposicion (2.3.6): i) Si y1yy2 son antiderivaciones, entonces: y2yi1+7y1y2 €S una
derivacion.

i) Si v esuna antiderivacién y & es una derivacion, entonces Y <6 -8 ¢y €S una
antiderivacion.

Demostracion.- Bastara usar las definiciones de derivacién y antiderivacion.

Definicion de Producto Directo y Suma Directa de Algebras (2.3.18)

Sea F = {Vj}_  una familia de K-algebras.

Je

e El Producto Directo de la fanTiIia F se denota y define corﬁo :
val(x) sxevIslii— Vif(heV' e decir Vv es el

HJijG.i jji U it 1,

jel jel J jel
conjunto infinito de sucesiones. La multiplicacion y la suma es definido componente por

componente 6 también (f=g)(i)=f(j).9(j) ¥ (f+9)(j)= f(j)+g(j); para todo

f,geHVj.

jel

e La Suma Directa denotada por ZVJ es la subalgebra de sucesiones con terminos igual
jel

a cero salvo un nimero finito de indices.
Algebras de Lie (2.3.19)

(1) Sea V un K — espacio vectorial de dimension arbitraria. Se dice que V es algebra de Lie

si esta definido una aplicacion bilineal [ , ]: VxV——V tal que:
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) [x x]=0, paratodo xeV.
L) [[xy].z]+[[z.x].y]+[[y.2].x]=0; paratodo X,y,zeV Identidad de Jacobi.

(2) Sean V, W dos algebras de Liey ¢ : V——>W una aplicacion. Diremos que ¢ es un

homomorfismo de algebras de Lie si verifica:

¢ ([x v]) =[ox).0(y)], para todo x,yeV.

Definicion de Producto Tensorial, exterior y algebra simétrica (2.3.20)
Sea V un K — espacio vectorial. El Producto tensorial, el producto exterior y las algebras

simétricas sobre V son denotados y definidos respectivamente como sigue:

®V =)@ V,AV=) AV, VV=>V'V

r>0 r>0 r>0
Observacion (2.3.8) : Si dim V = n, entonces AV = Y ATV
r=0

Definicion (2.3.21).- Sean V, W dos K — espacios vectoriales, un Emparejamiento no
degenerado entre V* ® W*y V ® W es dado por:

(x*®y*, x®y )= (x*x)(y* y), x*eV*, y*eW*; x eV, y eW

Proposicion (2.3.7).- (i) Si V o W tienen dimension finita entonces se tiene el isomorfismo
V*@W* = (V®W)*. En particular (®'V)*=®"V*

i) Similarmente se tiene un resultado para producto exterior. Es decir si dim V <o .
Entonces (A" )* = ATV*,(VSV)* = VoV

Demostracion.- A modo de ejemplo veamos (ii) Para lo cual bastara escribir las igualdades

siguientes:

<x*/\ ...... AX X A, /\x>:det<x_*,x_>y
r i
<y:v ...... vy, Y VeV Y >= perm<yf, y'> donde “perm” denota la permanencia de una
r r i j

matriz.
Observacion (2.3.9): (1) Sea V un K — espacio vectorial. Las algebras de funciones

multilineales en V son denotadas y establecidos como:

T (V) = ZTr (V), (algebra multilineal sesgada)

r>0
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A(V) =D A"(V), (algebra multilineal simétrica)

r>0

S(V) = Zsr (V), (algebra multilineal de grupos simétricos)

r>0

(2) Las multiplicaciones son dadas de manera respectiva del modo siguiente:
(@ Y ) (Xt Xt ) =@ (Xt Xe YW (Xt e Yo )

@A)t ) LT e 00 ok W

c (1) o (r) o (r+l) o (r+t)
r!t!sesnl
(evy ) (X, x 1 (p(X X )\y (x poeeeny X
1 r+s ) - s (1) o (r) o (r+l) G (r+t)
r!t !GESHt

Donde S" denota el grupo simétrico sobre r — objetos, y &; =+1 (signatura).
(3) Si dim V < . Identificamos las algebras, graduadas T(V) y ®V* [respectivamente:

A(V) y AV*, S(V)y VV*]. Poniendo

\|j(x R ( ):<\|1,X A AX >,\|/ eA'V*
1 r 1 r

V(X X ):<y,x VoV X >,y eV'V.
1 r 1 r

El Médulo HOM, (M, N)

Sean M, N dos R — médulos, donde R es un anillo conmutativo. EI modulo HOMg (M, N)

estd definido por todos los R-homomorfismos de M a N. Es decir

HOMg (M , N) = {f:M—N/f esunR-homomorfismo}

Observacion (2.3.10) (i) Si N = R entonces HOMgz (M, R) = M* y llamaremos a M* el dual

de M.

(ii) La aplicacion A:M*®N——>HOMr(M,N) dadapor A(f®g)(x)=f(x)y; para
xeM,yeN, feM* esllamada R-aplicacién lineal candnica.

(iii) Un médulo M es llamado libre si M posee una base.

Proposicion (2.3.8).- Si M es proyectivo finitamente generado entonces M* lo es. Mas aun

el homomorfismo "A" dado en (ii) es wun isomorfismo particularmente
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M*®M = HOMg (M, M) . Especificamente un Unico tensor t, eM*®:M tal que
A (tM ) =tu es llamado el Tensor Unitario para M.

Modulo graduado (2.3.22).- Un modulo M es graduado en lo cual los submodulos M '

han sido distinguidos tal que M =) M’

r>0
Nota.- Los elementosde M" son llamados homogéneos de grado “r”. Si xe M", entonces

“r” es llamado el grado de “x”. Escribamos grad(x) =r.

Definiciones (2.3.23) (1) Si M, N son m()dulos graduados, entonces una graduacion en el
modulo M® N es dado por: (M® N => Mr® NE
R

r+s=k

(2) Sean M, N dos modulos graduados. ¢ :M — N un R — homomorfismo es Ilamado
homogéneo de grado “p” si (p(M r ) c N™P p>0.

(3) Un R — homomorfismo homogéneo de grado cero es llamado un homomorfismo de
modulos graduados.
(4) Un modulo Bigraduado es un modulo en la cual es la suma directa del submodulos

M™ r>0,s>0.

Observacion (2.3.11): (i) Un Algebra sobre un anillo R es un R — mddulo “A” juntamente
con una R-aplicaciéon M :A®r A—— A.

(i) En particular si M es un R — mddulo. El Producto Tensorial, el producto exterior y las
algebras simétricas sobre M seran escritas como:

®M,AgM Yy V M

(iii) Si M es finitamente generado y proyectivo; entonces existen isomorfismos.

(@;M)* =@ M*, (AfRM)*;AfRM* , (VfRM)*EVfRM*

Espacios Diferencial (2.3.12).- Un espacio diferencial es un espacio vectorial X
conjuntamente con una aplicacion lineal p: X —— X talque p*>=0. p— es llamado el
operador diferencial en X.

Notacion:  Z(X) = ker(p) y B(X) = Im(p) son llamados: cociclos y cobordes

respectivamente. El espacio H (X )= Z(X) es llamado espacio cohomologia de X.

B(X)'
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Definicion  (2.3.13).-  Sean  (X.p,)y (Y,p,) dos espacios diferenciales,
f :(X,px)—)(Y,py) una aplicacion lineal. Se dice que f es un homomorfismo de
espacios diferencialessi fopx=pyo f

Observacion (2.3.12).- EI homomorfismo f :(X,p, )—>(Y,p,) induce una aplicacién
lineal; f.:H(X)——H(Y), entre espacios de cohomologia.

Definicion de Operador homotopia (2.3.14) Sean @,y :(X, px)—>(Y,py) dos
homomorfismos de espacios diferenciales. Un operador homotopia para ¢ Yy, €s una
aplicacion lineal h: X ——Y tal que ¢ —y =hop, + py oh.

Observacion (2.3.13).- (1) Si el Operador homotopia existe para @ Yy y, entonces ¢. =y.

Espacio Diferencial Graduado (2.3.15).- Sea X =) X" un espacio graduado. Se dice que

r>0
X juntamente con un operador diferencial homogéneo de grado (+1) es llamado un espacio

diferencial graduado, en tal caso el cociclo, coborde, y cohomologia son espacios graduados:
Z'(X)

r r

Z (X)=Z(X) X, B (X)=B(X) X y H (X)=

B"(X)
Definicion (2.3.16).- Un homomorfismo de espacios diferenciales graduados es un
homomorfismo de espacios diferenciales homogéneos de grado cero.

Observacion (2.3.14) (1) Sea dim (X) < oy @ : X—— X un homomorfismo de espacios
diferenciales graduados. Sea ¢ :X'——X" y (@.) :H'(X)——H"(X) las
restricciones de @ y @. a X"y H (X)) respectivamente.

(2) La formula algebraica de lefschetz establece que:

Y (-Drtre" = (<1)tr(o.)’

r>0 r>0

En particular si, ¢ =1, (identidad) obtenemos la formula de Euler — Poincaré.

D (1) dimX" =Y (-1)r dimH" (X)

r>0 r>0

Algebra Diferencial Graduada (2.3.17)

Un algebra diferencial graduada “A” es una algebra graduada juntamente con una

antiderivacion "y " homogénea de grado uno tal que y°=0. En este caso Z(A) es una
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subalgebra graduada y B(A) es un ideal graduado en Z(A). Asi H(A) se convierte en un
algebra graduada. Esta es la denominada algebra de cohomologia de A. Si A es
anticonmutativa, entonces lo es H(A).

Definicion (2.3.18).- Un homomorfismo de algebras diferenciales graduadas es una

aplicacion ¢: A——B tal que "¢" es un homomorfismo de espacios diferenciales
graduados y un homomorfismo de algebras. Esto a su vez induce un homomorfismo entre
algebras de cohomologia ¢. : H(A)——H(B) .

Observacion (2.3.15) (1).- Sean A, B dos algebras diferenciales graduadas y consideremos
el producto Tensorial. A ®B. Entonces la antiderivacion en A ®B, dado por:

Y (x®Yy) =yx®y+(—1)r X®Yy, xeA', yeB, satisface que y?>=0, de este modo A ®B
se convierte en un algebra diferencial graduada.

(2) La multiplicaciéon tensorial entre A 'y B induce un isomorfismo

H(A)®H(B)——H(A®B) de algebras graduadas, tal isomorfismo es llamado: El

Isomorfismo De Kiinneth.

B. DEFINICIONES Y PROPOSICIONES DE ANALISIS Y TOPOLOGIA
Definicion de Aplicaciones suaves (2.3.18): Sean E, F dos K — espacios vectoriales finitos
dimensionales con la topologia estandar, y sea UcE un abierto. Una aplicacion
f :U——F es diferenciable en un punto aeU si para algin y, € L(E,F).

f (a+th)— f(a)
lim —y,(h), heE
t

t—0

En este caso vy, es llamado la derivada de f en a y es denotado por f (a). Y asf
escribiremos:

f'(a;h) = f (@h=y ,(h), heE.
Observacion (2.3.16): Si f es diferenciable en cada punto a U, este es llamado una
aplicacion diferenciable y la aplicacion f':U——L(E,F) dadapor a+> f'(a) esllamada

la derivacion de f. Como L(E,F) es también un espacio vectorial finito dimensional tiene

sentido que f' sea diferenciable. En este caso la derivada de f' es denotada por f"; la

cual es una aplicacion.
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0":U ——>L(E, L(E,F)) =L(E,E;F)
Mas generalmente, la “n”-ésima derivada de f (si esta existe) es denotada por f™ yes la

aplicacion.

( 3
f(“):U—>L| E, ...,E;FJ
\ "o

—términos

Paracada aeU, f%) es una aplicacion n — lineal simétrica de: E X ..... x E en F. Si toda
derivada de f existe; f — es llamada infinitamente diferenciable o suave.

Definicion de Difeomorfismo (2.3.19).- Sean E, F dos espacios vectoriales y sean
UcF, VcF ; subconjuntos abiertos. Una aplicacion suave f:U——V se denomina
Difeomorfismo si esta tiene inversa que también debe ser suave.

Observacion (2.3.20).- Si f:U——F es una aplicacion con derivada continua tal que
para algdn punto acU setieneque f (a):E——F esunisomorfismo lineal. Entonces el

Teorema de la funcidn inversa establece que existen vecindades Ua Yy Vi) tal que f restringe

a una difeomorfismo U =V.
La Aplicacion Exponencial (2.3.20).- Sea E un espacio vectorial finito dimensional
(dim(E) = n) sobre el cuerpo de los reales o complejos y sea ¢ : E—— E un endomorfismo.

De resultados (Teoremas) estandart de ecuaciones diferenciales existe una unica aplicacién
infinitamente diferenciable ©T:R——> L. satisfaciendo la ecuacion diferencial lineal
T =0 oT , Yy cuyo valor frontera t (O) = |. La transformacion lineal t (1) es llamado la

exponencial de ¢ y es denotada por exp(c).

Observacion (1) (2.3.21).- De la definicion inmediata anterior obtenemos una aplicacién

(no lineal) denotada por exp: L ——L; lacual posee las propiedades siguientes:
(i) exp(0)=1

(ii) Sioc,c0,=0,°0, entoncesexp (c,+0,)=exp(c,)exp(c,)

(iii) exp (ko ) = (exp (o))’ k €Z

(iv) detexp(c ) =exptr (o)
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(v) Si un producto interno Euclidiano (Hermitiano) es definido en el espacio vectorial real
(Complejo) E y si ¢* denota el adjunto de la transformacion lineal o, entonces
exp(c *) =[ exp(c)]*

Demostracion.- Son consecuencias directas e inmediatas de la definicion de la aplicacion

“exp” asi como también de los teoremas de unicidad para soluciones de ecuaciones

diferenciales.

2. Las propiedades (i) y (ii) implican que © - es un automorfismo, donde

-1
[exp(c)] =exp(-o)
3. Si o - es autoadjunto (i.e. = ¢ *) entonces la aplicacion exp (o) lo es. Mas aln si ¢ es

antisimétrica (respectivamente hermitiana antisimétrica) entonces exp(c) es una rotacion
propia (respectivamente transformacién unitaria), de E.
4. La aplicacion exponencial puede ser expresado en términos de una serie infinita del modo

siguiente:

exp(o) = kZ:;) %Gk

Ahora consideremos un espacio Topoldgico (X, t) = X, y sea A c X, la clausura de A
denotaremos como A_,y si A,B c X. Escribiremos:

A\B={xeX:xeAnxgB}

Nota.- U